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Resumo:

O presente relato de experiéncia retrata a atuacdo de um professor orientador do Programa
de Iniciacdo Cientifica da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas) na construcdo de uma sequéncia didatica envolvendo assuntos relacionados a
aritmética modular de forma a obter subsidios que permitam verificar se h& possibilidade
desse objeto de estudos ser inserido com maior énfase na Educacdo Basica. A Teoria dos
Campos Conceituais (Vergnaud) e a categorizacdo dos conteldos (Zabala) foram
consideradas para embasar teoricamente nossa pesquisa, considerando também os avangos
curriculares atuais propostos pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e Base
Nacional Comum Curricular (BNCC). A investigacdo em sala de aula possibilitou verificar
que na Educacdo Basica a Aritmética Modular ja possibilitaria que os alunos ganhassem
mais autonomia a ponto de perceber regularidades, elaborar conjecturas, e argumentar acerca
das validades dos seus resultados encontrados nas situa¢des problemas criados.

Palavras-Chave: Aritmética Modular. Educacdo Baésica. Olimpiada Brasileira de
Matemaética das Escolas Publicas.

INTRODUCAO

Este trabalho trata de certo modo de verificar a possibilidade de inser¢do do ensino

da aritmética modular na escola do ensino bésico.

Para construir esse relato de experiéncia que deu origem a pesquisa que desejamos
desenvolver, temos inicialmente a questdo que norteia nossa investigacdo: “Estaria o ensino
basico pronto para absorver uma gama um pouco maior de conteldos pertencentes a

aritmética modular? ” E se estivesse, de que forma esses objetos deveriam ser tratados?

Na ansia de responder tal questionamento, fizemos a revisdo da literatura no assunto

em publicagdes cientificas em diversas fontes, aliadas as ideias pertinentes em documentos
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oficiais, tais como os Parametros Curriculares Nacionais (1997) e a atual Base Nacional
Comum Curricular (2017).

Nossas preocupacdes para com o ensino da aritmética modular se iniciaram a partir
das conversas com o professor Marco Antonio Di Pinto, que conforme relata 0 mesmo,
iniciou-se de certa forma no ano de 2005 quando fora convidado para trabalhar no programa
da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matematica da Escola Publica). O modelo inicial do
programa colocava todos os alunos participantes numa mesma sala de aula, apesar de 0s

alunos possuissem diferentes faixas etarias.

Cabia ao pesquisador como professor orientador da turma conduzir as leituras dos

cadernos gque o programa colocava a disposicao.

Para grata surpresa do professor pesquisador, os estudantes se deleitavam, com as
discussOes efetuadas, todas embasadas no caderno de Abramo Hefez, o primeiro caderno
(apostila) utilizado com o titulo de “Iniciagdo a Aritmética”. As conversas flulam com

enorme tranquilidade.

E certo que nesses nove anos em que atuou como professor orientador o programa
foi sofrendo mudancas de forma a atender as exigéncias de cada nova turma. Se no inicio do
programa o trabalho era desenvolvido com todos os alunos de diferentes faixas etarias numa
mesma sala; cerca de 10 anos apds, a forma como os alunos eram agrupados era bem

diferente.

No modelo de 2014-2015, os alunos possuiam um campo conceitual mais proximo
uns dos outros, devido ao estreitamento da faixa etaria; em outras palavras, ndo era dado a
todos os alunos os mesmos objetos matematicos explorados no passado. E mesmo que 0s
objetos fossem os mesmos, eles eram apresentados de forma diferente, se adequando mais a

faixa etaria, e ao campo conceitual que cada faixa etaria em tese deveria possulir.

De posse dessas informagdes passamos a construir 0 nosso trabalho.
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DESENVOLVIMENTO

Iniciamos com uma citacdo de Marco Antonio Vieira (pp.7-29, 2002), que ao citar
Vergnaud lembra que para 0 mesmo, que o conhecimento estd organizado em campos
conceituais cujo dominio, por parte do sujeito, ocorre ao longo de um largo periodo de
tempo, através de experiéncia, maturidade e aprendizagem (1982, p. 40). O campo conceitual
é, para ele, um conjunto informal e heterogéneo de problemas, situacdes, conceitos, relagdes,
estruturas, conteldos e operacbes de pensamento, conectados uns aos outros e,
provavelmente, entrelagados durante o processo de aquisicdo. O dominio de um campo
conceitual ndo ocorre em alguns meses, nem mesmo em alguns anos. Ao contrario, novos
problemas e novas propriedades devem ser estudados ao longo de varios anos se quisermos
que os alunos progressivamente os dominem. De nada serve tentar contornar as dificuldades
conceituais; elas sdo superadas na medida em que séo encontradas e enfrentadas, mas isso

ndo ocorre de um sé golpe (1983, p. 401).

Por sua vez, Zabala (1998) propGe a pratica educativa exige um tratamento com
modelos tedricos e referenciais de determinam as tomadas de decisdes. Apresenta estudo
comparativo do ensino, avalizando conteudos conceituais, procedimentais, factuais e
atitudinais e apresenta modelos de intervencdo pedagdgica diferentes, onde podem dar
prioridades as capacidades cognitivas conceituais, numa interpretacdo acumulativa, ensino
uniformizador, essencialmente transmissivo; ou, num papel mais global de abarque as
capacidades da pessoa: uma proposta de compreensividade e de formacédo integral,
abordagem construtivista, respeitada a diversidade dos alunos e o processo de construcao do

conhecimento.

No trabalho realizado na OBMEP, o Caderno de Abramo Hefez era seguido de certo
modo de ponta a ponta, com as aulas construidas sob a forma de um carater investigativo. O
professor Marco Antonio, orientador da turma, jamais formalizava os conceitos pertinentes
a aritmética modular, sem antes ouvir seus alunos, que se posicionavam acerca de qualquer

objeto discutido.

Essa forma de conduzir as aulas, fazendo com que os alunos percebessem por si sO
as regularidades provenientes de cada tema posto em discusséo, fazendo com que os alunos

fossem incentivados a criar conjecturas e argumentar suas posic¢oes, foi o que fez com que
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esse grupo de trés pesquisadores (Marco, Elizabeth e Michel) comecasse a construir o
trabalho que estéo efetuando, trabalho esse que pretende buscar subsidios para se posicionar
se 0s objetos pertinentes a aritmética modular possam ou néo ser inseridos de uma forma
mais solida na educacdo basica, e que tipo de construcdo de raciocinio esses objetos seriam

capazes de fomentar.

Para tentar responder as essas perguntas que tanto nos inquietam, fomos observar que
tipo de exercicios, que tipo de construcédo era realizado em cada aula da OBMEP, de forma

a levar os alunos a construgéo do conhecimento desejado.

As aulas se iniciavam pelas operagdes com os numeros naturais, dando énfase a
discussao da representacdo de um nimero natural em potencias de base dez, de forma a poder
debater com os alunos, os critérios de divisibilidade sem o uso de congruéncia modulo m.

Esses exercicios, apresentavam um certo grau de abstracdo e concentracgéo.

Outro tipo de exercicio que podemos salientar dizia: Mostre que o algarismo das
unidades de um quadrado perfeito, isto é, um nimero da forma a? onde “a” ¢ um numero
natural s6 pode ser 0;1;4;5;6 ou 9.Esse exemplo de certo modo evidenciava a percepcao de
regularidades de uma forma tranquila, de uma forma perceptivel ao extremo, era um

excelente exemplo para uma das discussdes que estavam por iniciar.

As aulas prosseguiam pela discussdo do Teorema Fundamental da Aritmética que
possibilitava “verificar” se um ntimero natural era ou ndo, um ntimero primo. Era esse o
ultimo tema discutido antes da apresentacdo do conjunto dos nimeros inteiros. Depois 0s
alunos prosseguiam com a apresentacdo dos multiplos e divisores de um numero inteiro,

cujos objetos eram sempre construidos de forma investigativa.

Abaixo mais uma vez transcrevemos um exercicio que fez parte dessas discussfes ao
longo dos anos em que o pesquisador Marco Antonio trabalhou como professor orientador

no programa (Problema 3.8)

Mostre que os multiplos inteiros comuns de dois elementos “a” e “b” possuem as

seguintes propriedades, dentre as quais destacamos o quinto item.
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Se m e m’ s3o multiplos comuns de “a” e “b” entdo ¢ x m + fx m’ ¢ multiplo comum

P4

de “a” e “b” quaisquer que sejam os inteiros “c” e “f”.

Dando continuidade a apresentar a forma como as aulas eram conduzidas, podemos
dizer que elas prosseguiam explorando as propriedades do mdc(a,b) na qual podemos
destacar exercicios do tipo: “Mostre que sen ¢ um numero impar entdo o mdc(n,2n+2) ¢ 1.”
O algoritmo da divisdo euclidiana também era explorado de forma que as divisdes em Z

pudessem ser realizadas.

Acreditamos que os exemplos mostrados acima, de certa forma permitiam com que
a percepcdo de regularidades fosse agucada. Nessa linha de construcdo de aulas, o
conjecturar era presente em todos 0s encontros. Sempre os argumentos dados pelos alunos

eram discutidos.

As aulas prosseguiam explorando a ideia de paridade para entdo trabalhar o mmc(a,b)
dos quais transcrevemos: “Sendo n um numero qualquer, mostre que o numero
n(n+1).(2n+1) é sempre multiplo de 6”. Depois era explorado o algoritmo das divisdes

sucessivas, que embasavam o Teorema de Bezout.

De posse dessas informacdes, o aluno discutiria as Equagdes Diofantinas Lineares,
conforme mostra o exemplo: “ De quantos modos podemos comprar selos de cinco e de trés

reais, de modo a gastar cinquenta reais”.

O capitulo 4 do Caderno de Abramo Hefez é aquele que de certo modo fechava o
tema para 0s jovens estudantes, pois o capitulo 5 do livro apresentava uma série de problemas
suplementares que reforcavam ou ampliavam alguns conceitos ja discutidos; e porque ndo

dizer, sedimentados para a turma de um modo geral.

Nossas atencdes se voltam para o Capitulo 4, onde a ideia de congruéncia modulo m,
era explorada. A riqueza das discussfes efetuadas nos exercicios dos capitulos 4 e 5,

mostravam o0 quanto a turminha havia absorvido tais conhecimentos.

E foi a partir dessas discussdes que fechavam o curso, que surgiram as indagacoes
do professor Marco Antonio e que hoje fazem parte das indagacbes de todos nos trés

pesquisadores:
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- Estaria a Educagdo Baésica pronta para receber com maior énfase o assunto

denominado aritmética modular? E se estiver; com que grau de complexidade?

- A discussdo desses objetos ira fazer com que os educandos da Educacdo Bésica,
ganhem um poder maior de abstracdo, de modo a criar conjecturas, e comegar a adquirir

certa tranquilidade em fazer argumentos, tais como desejam os PCN?

- Poderiam assuntos relacionados a esse tema serem discutidos numa sala de aula
heterogénea, no que diz respeito a trabalhar com alunos que talvez ndo tenham

“aparentemente” uma facilidade em matematica?

CONSIDERACOES

Para os PCNs, “no nivel do Ensino Médio, a formagao geral, em oposi¢do a formacao
especifica, deve dar-se o desenvolvimento de capacidades de pesquisar, buscar informacdes,
analisa-las e selecioné-las; a capacidade de aprender, criar, formular, ao invés do simples

exercicio de memorizagao”.

Avaliando esta proposta, entdo estaria a aritmética modular contribuindo para essa
formacdo? Procurando responder, verificamos que num primeiro momento sabemos que a
aritmética modular, independente por onde se inicie essa discussdo, ndo se pde como um
simples exercicio de memorizacdo. ldentificamos evidéncias de exame de regularidades que
estdo ligadas a aritmética modular. Pudemos constatar e registrar que a reducgdo ao primeiro
quadrante tdo bem explorada no ensino médio, permite ao aluno perceber a relacdo existente
entre os senos de 30 graus; 390 graus, 750 graus, entre outras regularidades ali discutidas
(pesquisa de Evandro Pinheiro, sobre Trigonometria). Este estudo nos mostrava que o
exame, 0 exercicio da procura das regularidades, esta presente no ensino basico. Mas, qual
construcdo deve ser utilizada para que a aritmética modular possa auxiliar os educandos a

perceber essas regularidades, e criar conjecturas a partir delas.

Sabemos que essa construcdo passa por uma sequéncia didatica bem analisada, bem
construida a partir de um desenvolvimento logico de atividades ordenadas, estruturadas e

articuladas que intencionalmente levem o aluno a construgdo desse raciocinio. A
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metodologia e o planejamento organizado com os contetdos providos de uma proposta de
investigacdo e exploracdo do aluno, com a intervencao do professor a medida que possa
obter melhores resultados de aprendizagem, poderdo compor o quadro de realizacdo dos

objetivos esperados.

Como estudo cientifico e pesquisa junto a alunos e professores, nossa parceria com
a Universidade onde desenvolvemos estes estudos vem consolidando o tripé: ensino,
pesquisa e extensdo, a busca de um ensino adequado ao atual aluno, apresentando a
Aritmética Modular com foco realista e desafiador as necessidades cotidianas.

Em termos de ensino podemos dizer que as preocupagdes com a Aritmética modular,
sdo exploradas em dois momentos distintos na nossa Universidade: Teoria dos Numeros | e
Teoria dos Numeros Il elencadas para explorar assuntos que contemplem a aritmética

modular.

Nesse cenario podemos dizer que nessas duas disciplinas exploramos de certo modo
0 que é trabalhado no caderno de Abramo Hefez, acrescido da construcdo do conjunto dos
racionais, o principio da indugdo matematica, além da teoria dos Anéis e Corpos; seguidos
da Criptografia Método de Hill.

Em termos de extensdo; podemos dizer que os assuntos adjacentes a aritmética
modular sdo contemplados pela disciplina Algebra Moderna na Educacio Bésica, uma
disciplina pertencente ao curso de p6s graduacdo em Educacdo Matematica. Essa disciplina
aborda alguns dos assuntos comentados acima, acrescidos do Teorema do resto chinés e da

aritmética presente no cddigo de barras.

Citamos o Ensino e a Extenséo para mostrar que nossa preocupagao com 0s assuntos
relacionados a aritmética modular se fazem presentes em nossas conversas quase que

diuturnamente.

A preocupacgdo com a pesquisa se faz presente a todo instante. No momento, dando
continuidade a nossa pesquisa e discussdo, podemos dizer que um mini curso em Canoas
sera oferecido pelo grupo de pesquisadores de modo a ampliar o0 nosso leque de informacdes

em relacéo as nossas indagacgoes.
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CONCLUSOES

Se tivermos que escolher algumas palavras que norteariam nossas preocupacées para
com o modelo de ensino atual; diriamos que essas palavras poderiam ser expressas pela ndo

dicotomica posicao “Conjectura e Argumento”.

Os PCNs alertam que a Educacdo Basica deve preparar o aluno para 0 mundo
moderno, para que ele seja um cidaddo critico, para que ele saiba refletir acerca dos
problemas que o cercam, que saiba se posicionar, que saiba verificar a validade de seus
resultados encontrados. Na criacdo desse conhecimento, contudo, interferem processos
heuristicos e intervém a criatividade e 0 senso estético, do mesmo modo que em outras areas
do conhecimento. A partir da observacdo de casos particulares, as regularidades sao
desvendadas, as conjecturas e teorias matematicas sdo formuladas. Esse carater indutivo é,
em geral, pouco destacado quando se trata da comunicacao ou do ensino do conhecimento

matematico.

O exercicio da inducdo e da deducdo em Matematica reveste-se de importancia no
desenvolvimento da capacidade de resolver problemas, de formular e testar hipoteses, de
induzir, de generalizar e de inferir dentro de determinada l6gica, 0 que assegura um papel de

relevo ao aprendizado dessa ciéncia em todos os niveis de ensino.

E é esse carater indutivo que desejamos fomentar no nosso educando. Fazendo com
gque 0 mesmo seja capaz de criar conjecturas que o permitam generalizar, fazendo com que

0 mesmo adquira competéncias e habilidades para lidar com os contetidos dessa natureza.
E nada melhor do que a aritmética modular para navegar nesse tipo de situacgéo.

Acreditamos que a aritmética modular gera ganhos que fagam com que os alunos;
independente do seu campo conceitual; saibam fazer conjecturas acerca das regularidades

percebidas, de modo a tentar verificar a validagdo de seus resultados.

N&o pretendemos atraves dessas discussdes, que o aluno faca demonstragdes cujo
rigor transcende a sua forma de pensar matematicamente, mas queremos verificar se a

aritmética modular ¢ uma ferramenta poderosa em permitir que 0s alunos construam
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argumentos para justificar suas posturas adotadas; e é isso que nos motiva a dar
prosseguimento a essa pesquisa.
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